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Abstract 

We give a topological interprétation of the space of L 2 -harmonic 
forms of finite- volume manifolds with sufficiently pinched négative cur- 
vature. We give examples showing that this interprétation fails if the 
curvature is not sufficiently pinched and that our resuit is sharp with 
respect to the pinching constants. The method consists first in com- 
paring L 2 — cohomology with weighted L 2 — cohomology thanks to pre- 
vious works done by T. Ohsawa, and then in identifying thèse weighted 
spaces. 

Résumé 

Nous donnons une interprétation topologique des espaces de formes 
harmoniques L 2 des variétés de volume fini, à courbure négative suff- 
isamment pincée. Nous donnons des exemples montrant que cette in- 
terprétation n'est plus valable si la courbure n'est pas suffisamment 
pincée et que le résultat est optimal. La méthode utilisée consiste 
à comparer L 2 — cohomologie et L 2 — cohomologie à poids grâce à des 
travaux de T. Ohsawa, puis à identifier la L 2 — cohomologie à poids. 



Introduction 

Soit (M n ,g) une variété riemannienne complète. On note 7i k (M) l'espace 
des A:— formes harmoniques L 2 de M, c'est-à-dire celles qui sont de carré 
intégrable, fermées et cofermées. Lorsque M est compacte, on sait, grâce 
au théorème de Hodge-de Rham, que cet espace est de dimension finie, et 
isomorphe au k— ème espace de cohomologie réelle de M. Quand M est non 
compacte, ce que nous supposerons toujours dans la suite, il est naturel de 
se demander ce qui subsiste de ce résultat : est-ce que l'espace TL k {M) est de 
dimension finie, et si oui peut-on en donner une interprétation topologique 
? Par exemple, d'après J. Lott fL5|] , si M est une variété complète de 
volume fini, à courbure sectionnelle K négative et pincée (i.e. il existe des 
réels < a < b, avec — b 2 < K < —a 2 ), alors tous ses espaces de formes 
harmoniques sont de dimension finie. De plus, J. Lott a posé la question 
suivante (MSRI, printemps 2001) : 

Question. Soit (M n ,g) une variété riemannienne complète de dimension 
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n, de volume fini, à courbure sectionnelle négative et pincée. Est-il vrai 
qu'on a les isomorphismes : 

( H k (M), sik< (n- l)/2, 

H k (M) ~ ^ Im(H k {M) -» H k (M)), si k = n/2, (n ± l)/2, 
( tf c fe (M), si fc > (n + l)/2 ? 

La réponse à cette question est "oui" dans le cas des variétés hyperboliques 
de volume fini g, | M-P | et des quotients de volume fini de l'espace hyper- 



bolique complexe 0. Notre résultat principal est le suivant : 

Théorème 0.1. Soit (M n ,g), une variété riemannienne complète de di- 
mension n, de volume fini, à courbure sectionnelle K négative pincée : il 
existe des constantes a et b, telles que l'on ait —b 2 < K < —a 2 < 0. On 
suppose que na — (n — 2)6 > 0, alors on a les isomorphismes entre espaces 
vectoriels de dimension finie : 

( H k (M), sik<(n- l)/2, 

H k {M) ~ l lm{Hc /2 (M) -» H n ' 2 {M)), si k = n/2, 

( H k (M), sik> (n + l)/2. 

Si de plus la courbure est constante (a = b), et la dimension est impaire, 
alors on a H^ n±1 ^ 2 {M) ~ Im(^" ±1)/2 (M) -» H^ n±1 ^ 2 (M)). 

Ceci signifie que la réponse à la question est affirmative si la courbure 
est suffisamment pincée. Nous étudierons des exemples qui montrent que la 
réponse est négative si l'on n'impose pas de conditions sur le pincement, et 
que notre résultat est optimal. 

Avant d'indiquer le schéma de preuve de ce théorème, nous avons be- 
soin de présenter quelques résultats. Tout d'abord, il est connu que les 
espaces de formes harmoniques admettent une interprétation en termes de 
L 2 — cohomologie, avec laquelle il est souvent préférable de travailler. Des 
rappels sur la L 2 — cohomologie seront faits dans la première partie. D'une 
part, un fait important, dû à J. Lott f^] , est que la finitude de la dimen- 
sion des espaces de L 2 — cohomologie ne dépend que de la géométrie à l'infini 
: les espaces de L 2 — cohomologie de deux variétés isométriques en dehors 
d'un compact sont simultanément de dimension finie ou infinie. On peut 
donc espérer trouver des liens entre la topologie de la variété, la géométrie 
à l'infini, et la L 2 — cohomologie. D'autre part, un cas simple où on sait 
que l'espace des k— formes harmoniques est de dimension finie est celui où 
zéro n'est pas dans le spectre essentiel du laplacien de Hodge-de Rham 
agissant sur les k— formes différentielles de carré intégrable. Or, on sait, 



grâce aux travaux de Glazman JG[], Donnelly [Do|, Anghel | Ang | ou encore 



Bàr [Ba], que le spectre essentiel essentiel ne dépend que de la géométrie 



à l'infini. En effet, plaçons-nous dans un cadre général où (X, g) est une 
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variété, éventuellement à bord compact, qui est métriquement complète, et 
soit Afc le laplacien défini avec conditions absolues (ou relatives) au bord. 
Alors n'est pas dans le spectre essentiel de si et seulement si on a une 
inégalité de Poincaré à l'infini : il existe un compact K, et il existe une 
constante C > tels que pour toute /c— forme a lisse à support compact 
dans l'extérieur de K, l'on ait 



C\\a\\ L 2 < \\A k a\\ 



La- 



Ces considérations nous amènent à montrer le résultat suivant, qui, sous une 
hypothèse portant sur le spectre essentiel du laplacien, prouve l'exactitude 
d'une suite qui relie la cohomologie à support compact H*(D) d'un ouvert 
D borné à bord régulier de M, à la L 2 — cohomologie H 2 {M) de M, et à la 
L 2 — cohomologie absolue H 2 (M \ D) du complémentaire de D : 

Théorème 0.2. Soient (M, g) une variété riemannienne complète, et D un 
ouvert borné à bord régulier de M. On suppose que pour un certain entier k, 
n'est pas dans le spectre essentiel de A/%. Alors nous avons la suite exacte 

H k ~\M \ D) ^ H k {D) A #1 (M) A H\{M \ D) 
X H k c +1 (D) -4 H k 2 +l {M) ^ H k 2 +l {M \ D) À H k c +2 {D). 

Remarque. On énoncera en fait un résultat un peu plus général dans la 
première partie. Observons aussi que cette suite exacte est bien connue. En 
effet, si n'est pas dans le spectre essentiel de A&, alors la L 2 — cohomologie 
et la L 2 — cohomologie non réduite sont les mêmes en degré k, et on sait dans 
ce cas, d'après les travaux de Cheeger, que la suite est exacte au rang k. De 
plus, si l'opérateur de Gauss-Bonnet d + ô est "non-parabolique à l'infini" , 
et vérifie une hypothèse supplémentaire, alors la suite exacte est vraie pour 



tous les degrés (voir [Cl | et \ C4 \ pour plus de détails). Ce qui est intéressant 
ici, c'est que l'hypothèse sur le spectre essentiel en degré k entraîne aussi 
l'exactitude de la suite au rang k + 1. Ce résultat est probablement bien 
connu, mais n'ayant pas trouvé de référence précise, nous avons préféré 
l'inclure ici. 

On a aussi une notion d'espaces de L 2 — cohomologie à poids, et ce qui 
précède reste valable pour ces espaces. Pour prouver le théorème |0.l| , notre 
première tâche sera de montrer : 

Proposition 0.3. Soit (M n ,g) une variété complète de volume fini, à cour- 
bure sectionnelle K négative et pincée : il existe deux constantes strictement 
positives a etb telles que —b 2 < K < —a 2 < 0. Soit U : M — > 1R une fonction 
qui sur chaque bout de M est de la forme U = Cr, où r est une fonction de 
Busemann associée au bout, et C une constante vérifiant C > 2a + (n — 1)6. 
Alors la L 2 — cohomologie à poids de M, associée au poids e u , est isomorphe 
à la cohomologie à support compact de M : H^jjiM) ~ H* (M). 
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Indiquons rapidement comment on prouve cette proposition. Le raison- 



nement est d'ailleurs plus ou moins implicite dans [ Do-F |. D'abord, on 
montre que n'est pas le spectre essentiel du laplacien associé au poids. 
Ceci repose sur la description précise de la géométrie à l'infini des variétés 



considérées [|ËJ, ainsi que sur une formule d'intégration par parties [Do-X] 



qui permettent d'avoir une inégalité de Poincaré à l'infini. On a donc la suite 
exacte précédente pour tout ouvert borné D (la suite exacte est aussi valable 
pour la L 2 -cohomologie à poids). Ensuite, la même formule d'intégration 
par parties permet de montrer l'annulation de la L 2 — cohomologie à poids à 
l'infini (i.e. celle de M \ D) si D est un ouvert bien choisi. La suite exacte 
permet alors de conclure. 

Pour montrer le théorème 0.1, on doit alors comparer la L 2 — cohomologie 
de M à des espaces de L 2 — cohomologie à poids, avec des poids bien choisis 



(voir la proposition 5.1). Ceci se fait grâce à des travaux d'Ohsawa Q 



que l'on modifie légèrement, et on obtient ainsi la conclusion du théorème 
pour les degrés k loin du degré moitié n/2. Pour les degrés proches du 
degré moitié, on aura besoin d'autres arguments, et notamment du théorème 



d'indice de Ballmann et Briining [B-B| lorsque n est pair. Ceci sera précisé 
dans la partie 5. 

Le plan de cet article est le suivant : dans la première partie, on com- 
mence par faire des rappels sur la L 2 — cohomologie. Ensuite, on énonce et 
on démontre le théorème concernant la suite exacte. Dans la deuxième par- 
tie, on présente la formule d'intégration par parties de Donnelly et Xavier 



(voir Do-X ], [ Do-F l, [jE-Ff et B-Bf| ), en remarquant qu'elle s'adapte aussi 



au cas où l'on a un poids. Dans la troisième, on montre un résultat concer- 
nant la L 2 — cohomologie à poids. Ahmed et Stroock [ A.-S] ont traité de tels 



exemples, mais notre méthode permet d'obtenir des résultats plus généraux 

Théorème 0.4. Soit (M n ,g) une variété riemannienne complète de di- 
mension n. On suppose qu'il existe une fonction U : M — ► M qui vérifie les 
hypothèses suivantes : 

1. U exhauste M , 

2. il existe une constante e > telle qu'en dehors d'un compact, on ait 

s 2 < |W| 2 , 

3. il existe deux constantes C\ < et C2 G M telles qu'en dehors d'un 
compact, on ait 

d\VU\ 2 <HU< C 2 \VU\ 2 . 

Si l+nC\—2nC2 > 0, alors n'est pas dans le spectre essentiel de l'opérateur 
d + ôjj- De plus, les espaces de L 2 -cohomologie à poids de M, associés au 
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poids e u , sont de dimension finie, et isomorphes aux espaces de cohomologie 
à support compact de M : H^^M) ~ H* (M). 

Dans la quatrième partie, on énonce les résultats d'Ohsawa, en montrant 
comment ses arguments s'adaptent à notre cas. Dans la cinquième partie, 
on montre le résultat principal concernant la L 2 — cohomologie des variétés 
de volume fini, à courbure négative suffisamment pincée. On poursuit par 
un contre-exemple montrant que le résultat est faux si la courbure n'est 
pas assez pincée. La partie 6 contient d'autres exemples qui peuvent être 



traités par la méthode qui a permis de prouver la proposition 0.3 . Ainsi, 
on considère d'abord certains produits tordus, puis on retrouve de manière 
plus simple le résultat de Mazzeo [Q concernant les formes harmoniques 
des variétés conformément compactes. 

Remerciements. Ce travail a été effectué alors que je suis en thèse sous 
la direction de G. Carron. Je tiens donc à remercier ce dernier de m'avoir 
guidé et conseillé, m'exposant ses idées avec enthousiasme et toujours prêt 
à l'écoute. Je voudrais aussi remercier tous les membres du département 
de mathématiques de l'Université de Nantes, et en particulier les autres 
doctorants. 



1 Une suite exacte en L 2 — cohomologie 
1.1 Rappels sur la L 2 — cohomologie 

Nous rappelons d'abord des faits bien connus sur la L 2 — cohomologie (voir 



entre autres [LjJ , L2| , ou HCl}| , |Gf| ). Soit (M, g) une variété riemanni- 
enne complète. On note C^(A k T*M) (respectivement L 2 (A k T*M), etc..) 
l'ensemble des A:— formes lisses à support compact (respectivement de carré 
intégrable, etc..) dans M. Le k— ème espace de L 2 — cohomologie (réduite) 
de M est défini par 

iïf (M) = {a G L 2 (A k T*M)/da = 0} / 'dCfi '(A^T* M)^ \ 

Un autre espace très proche souvent considéré est l'espace de L 2 -cohomologie 
non réduite, qui est le quotient de {a G L 2 (A k T*M)/ da = 0} par {daj a G 
L 2 (A k ~ 1 T*M), da G L 2 }, sans prendre d'adhérence. En général, L 2 — cohomologie 
réduite et non réduite ne sont pas égales. Il y a néanmoins égalité en degré 
k lorsque n'est pas dans le spectre essentiel du laplacien et la propo- 
sition |1.3| montre que dans ce cas il y a aussi égalité en degré k + 1. Dans la 
suite, "L 2 -cohomologie" voudra dire "L 2 -cohomologie réduite" . 

Il y a une interprétation de la L 2 — cohomologie en termes de formes 
harmoniques. En effet, notons 7i k (M) l'espace des A;— formes harmoniques 
L 2 de M : 

H k (M) = {a G L 2 (A k T*M)/da = 5a = 0}, 
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où ô est l'opérateur défini initialement sur les formes lisses à support compact 
comme l'adjoint de d. Comme M est complète, Ti.*(M) est aussi le noyau 1? 
du laplacien. Un fait important est la décomposition de Hodge-de Rham- 
Kodaira |dR| , théorème 24] : 

L 2 {A k T* M) = H k {M) dC^{A k ~ l T*M) ® ÔC^°(A k+1 T*M), 

et de plus, 

{a G L 2 (A k T*M)/da = 0} = H k (M) dC^ 3 (A k - 1 T*M). 
On en déduit que 

H$(M) ~ Ti k (M). 

Maintenant, si (M, g) est une variété avec un bord compact, et métriquement 
complète, on peut aussi définir des espaces de L 2 -cohomologie absolue et 
relative. On note par C£°(A k T*M) l'espace des fc-formes lisses à support 
borné sur M, le support pouvant rencontrer le bord (contrairement à ce qui 
se passe pour les éléments de Cq ). L'espace de L 2 -cohomologie absolue est 
alors défini par : 

flf (M) = (ÔC^(A k+1 T*M)) L /dC^{A k - l T*M). 

Cet espace est isomorphe à un espace de formes harmoniques vérifiant la 
condition absolue sur le bord dM : si i u a désigne le produit intérieur de la 
forme a par la normale v sur dM, alors 

#f (M) ~ H k A (M) := {a G L 2 (A k T* M) / da = Sa = 0, i v a = 0}. 

La L 2 -cohomologie relative, quant à elle, est définie par : 

H k (M, dM) = (ÔC^°(A k+1 T* M)) x / dC^ {A^T* M) . 

Elle est isomorphe à un espace de formes harmoniques vérifiant la condition 
relative au bord : si i est l'inclusion dM w M, alors 

H$(M,dM) ~ H k R {M) := {a G L 2 (A k T* M) / da = 5a = 0, i* a = 0}. 

Nous terminons cette partie par la présentation de la L 2 — cohomologie à 
poids. Si U : M — > M est une fonction lisse définie sur M, on pose dvu = 
e u dv g , où dv g est la mesure riemannienne associée à g. On peut alors 
considérer l'adjoint ôjj de d par rapport à cette mesure dvy : 

Su = e- u 5e u . 

Tout ce qui a été dit précédemment reste alors valable en remplaçant ô par 
Su- En particulier, on peut définir les espaces de L 2 -cohomologie à poids 
H k u(M) par rapport au poids U (ou plus précisément par rapport au poids 
e u ). De plus, si on note L v l'espace des formes de carré intégrable par 
rapport à la mesure dvu, alors on a l'identification 

Hlu(M) ~ U k v {M) := {a G Ljj{A k T* M)/ da = ô v a = 0}. 
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1.2 L 2 — cohomologie et spectre du laplacien 

Remarque préliminaire. Dans tout ce qui suit, nous ne considérons, pour 
simplifier, que la L 2 -cohomologie sans poids. Cependant, tous les résultats 
restent aussi valables avec un poids. 

Dans cette partie, nous présentons la suite exacte dont il est question 
dans l'introduction. 

Théorème 1.1. Soient (M, g) une variété riemannienne complète, et D un 
ouvert à bord compact et régulier de M . On suppose que pour un certain 
entier k, n'est pas dans le spectre essentiel de A^. Alors nous avons la 
suite exacte 

H%~ l {M) A H\~ X (M \D)± H%(D,dD) A iïf (M) 
A Hl(M \ D) X H k+1 {D, dD) A H k+1 {M) H k+l {M \ D). 

Avant de démontrer ce théorème, nous avons besoin de quelques résultats 
préliminaires, mais avant tout, précisons les applications r, e et b qui inter- 
viennent dans la suite exacte. 

• r : H^M) — > H'^M \ D) est l'application de restriction induite en 
L 2 — cohomologie par l'inclusion M\D M. 



e est l'extension par zéro : si [a] G H^iD, dD), de représentant a, on 
définit à sur M par à = a sur D, et à = sur M \D. On vérifie que 
à est faiblement fermée, et on pose e[a] = [a\. Ceci est indépendant 
du représentant choisi. 

b se définit comme l'homomorphisme cobord ordinaire en cohomologie 
de de Rham : si [a] est une classe dans H.\{M \ D), on peut choisir 
un représentant a qui soit fermé et lisse. Il existe alors une k— forme 
â lisse sur M, qui coincide avec a sur M\D, et qui vérifie dâ = sur 
un voisinage de M\D. On impose de plus que a et dâ soient de carré 
intégrable (c'est toujours possible, car le bord dD étant compact, on 
peut choisir â telle que â\o soit à support borné). On vérifie que la 
classe de dâ dans H2 +1 (D, dD) est indépendante du représentant lisse 
a choisi, ainsi que du prolongement â, et on pose b[a] = [dâ]. 



Pour la démonstration du théorème 1.1, nous aurons besoin du résultat 



classique suivant (version facile du théorème 1.5 de |C1| ) : 

Proposition 1.2. Soit (M, g) une variété complète. On suppose que pour 
un entier k donné, n'est pas dans le spectre essentiel de A^. Alors il existe 
un opérateur de Green continu 

G = G-®G+ : L 2 (A k T*M) -» L 2 (A fc_1 r*M) L 2 (A k+1 T*M), 
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tel que pour toute forme a G L 2 (A k T*M), on ait 

a = Pa + dG-a + ÔG + a, 

où P désigne la projection orthogonale sur le noyau du laplacien. De plus, 
si a est lisse, alors Ga est aussi lisse. Enfin, si a est nulle dans H k (M), 
alors a = dG-a. 

Démonstration. Comme n'est pas dans le spectre essentiel de A&, il 
existe un opérateur de Green (borné) 

A : L 2 (A k T*M) -> Dom(A k ) C L 2 (A k T*M), 

tel que AA = Id — P sur L 2 (A k T*M). L'opérateur G se définit par 

Ga = ôAa + dAa. 

G est borné sur L 2 , car A envoie continûment L 2 dans le domaine de A, et 
on a {d + ô) 2 = A au sens opérateur. On voit alors facilement que G vérifie 
les assertions de l'énoncé. □ 
Remarque. Comme on l'a rappelé dans l'introduction, l'hypothèse sur le 
spectre essentiel ne dépend que de la géométrie à l'infini. Ainsi, si on revient 
aux hypothèses de la proposition, le laplacien défini sur D ou M \ D avec 
conditions absolues ou relatives au bord vérifie aussi l'assertion sur le spectre 
essentiel, donc la même preuve s'adapte à ce cas, et on obtient l'existence 
d'un opérateur de Green. 

La proposition suivante est essentielle pour montrer le décalage dans la 
suite exacte : 

Proposition 1.3. Soit (X,g) une variété riemannienne avec éventuellement 
un bord compact, métriquement complète. On suppose que n'est pas dans 
le spectre essentiel du laplacien A&, défini avec conditions absolues ou rela- 
tives au bord. Soit a une forme différentielle dans L 2 n C°° ; de degré k ou 
k + 1. Si a est nulle dans H£(X) (respectivement dans H^iX^dX)), alors 
il existe une forme (5 lisse dans le domaine Dom((d + ô) A ) de l'opérateur 
d + 6 défini avec condition absolue sur le bord (respectivement dans le do- 
maine Dom((d + <5) R ) de l'opérateur d + ô défini avec condition relative sur 
le bord), cofermée, et vérifiant a = d(3. 

Démonstration. Le cas où a est de degré k découle de la proposition 
et de la remarque qui suit sa preuve. On fait la démonstration uniquement 
dans le cas où I a un bord, et où a est de degré k + 1, nulle dans H%(X). 
Cette nullité signifie qu'il existe une suite fii de k— formes lisses à supports 
bornés telle que a = lim df5\ . On note A^ le laplacien défini avec conditions 
absolues sur le bord, P A la projection orthogonale sur le noyau Ker(A^), et 
(d + (5)^ la restriction de l'opérateur (d + S) aux /c— formes. L'hypothèse 
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sur le spectre essentiel montre, grâce à la proposition 1.2, qu'il existe un 
opérateur de Green G A pour l'opérateur (d + 5) A , qui envoie l'espace L 2 
dans le domaine de (d + Ô) A . On peut donc écrire 

p l = P A (p l ) + dG A p l + ÔG A p l . 

Or G A P\ vérifie la condition absolue au bord : i v G A P\ = 0, où i v désigne le 
produit intérieur par la normale v sur le bord dX ; donc 5G A Pi vérifie aussi 
cette condition absolue. Par conséquent, quitte à remplacer P\ par ôG A Pi, on 
peut supposer que P\ est dans le domaine de (d + ô) A , cofermée, orthogonale 
au noyau Ker(A^), et que les d(5\ (qui restent dans C£°) continuent de 
converger vers a. De plus, il existe une constante C > telle que : 

G Dom((d + ^i_Ker(A£), C|M|£ 2 < 1^]^ + ||M|i>. 

Cette inégalité montre alors que (/?;) est une suite de Cauchy dans L 2 , par 
conséquent il existe une k— forme f3 telle que Pi — ► P dans L 2 . On a donc 
dffi — ► dp au sens des distributions, mais comme dpi — > a dans L 2 , ceci 
montre que a = dp au sens des distributions. D'autre part, les Pi sont 
cofermées, donc on a aussi 5/3 = au sens des distributions. Ainsi, on a 
(d + ô)(P) = a au sens des distributions, et comme a est lisse, par régularité 
elliptique de l'opérateur d + 6, P est aussi lisse, et on a finalement a = dp. 
Enfin, comme P\ S Dom((d + <5)^) converge vers a dans L 2 , et que (d+S) A Pi 
converge vers da dans L 2 , le fait que l'opérateur (d + ô) A soit fermé entraîne 
que P est dans le domaine Dom((d + 5)^). □ 



On va maintenant pouvoir passer à la preuve du théorème 1.1 (voir aussi 



[Cl] ou [jCJ]). Tout d'abord, par construction on a toujours 
r o e = 0, 6or =0, e o b = 0, 

donc 

Im(e) C Ker(r), Im(r) C Ker(b), Im(b) C Ker(e). 

Montrons que Ker(r) C Im(e). Soit [a] G H^M) telle que r[a] = 0. Si a 
est de degré k ou k + 1, grâce à la proposition [D| il existe une forme lisse P 
dans L 2 (A k T*(M \ D)), telle que a\ M \ D = dp. Sip£ L 2 (A k T*M) est une 
extension lisse de P, alors on voit que e[a — dp] = [a]. 

Montrons maintenant que Ker(e) C Im(b). Soit a une forme de degré k 
ou k + 1, de carré intégrable sur D, avec da = ôa = 0, et i*a = 0, où i est 
l'inclusion dD <—* D. Si à désigne l'extension par zéro de a, on suppose que 
à est nulle en L 2 — cohomologie (i.e. [a] E Ker(e)). Grâce à la proposition 



1.3 , on écrit à = dp, avec P cofermée, et comme à est lisse sur D et M \ D, 
P est aussi lisse sur D et sur M \ D. Soit P une extension lisse de P\m\d 
comme dans la définition de l'application b. Alors on a a — dp = d(P — P), 
avec P — P lisse sur D, de carré intégrable, et de tiré en arrière nul sur dD. 
Donc a — dp est L 2 — cohomologue à zéro, c'est-à-dire que [a] = 6[/3|a/\d]- 
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Enfin, montrons que Ker(b) C Im(r). Soit [a] E Ker(b) : avec les 
notations précédentes, ceci signifie que dâ\o est nulle dans H^iD, dD). Si a 



est de degré k — 1 ou k, alors d'après la proposition |L3| , il existe une forme 
[3 définie sur D, de carré intégrable, vérifiant la condition relative i*/3 = 
au bord, et telle que (M\d = d@. On note (3 l'extension par zéro de (3 sur 
M. La forme a — (3 est fermée (faiblement), de carré intégrable, et on a 
r[â-0\ = [a]. □ 
Dans le but de relier L 2 — cohomologie et topologie, il est utile de remar- 
quer : 



Corollaire 1.4. Soient (M, g) une variété riemannienne complète, et D un 
ouvert borné à bord régulier de M. On suppose que pour un certain entier k, 
n'est pas dans le spectre essentiel de Alors nous avons les deux suites 
exactes 

H*' 1 (M \ D) ^ H k (D) A H%{M) ^ H%{M \ D) 
X H k+1 (D) A H k+l {M) A H% +1 (M \ D) À H* +2 (D), 

et 

H%~\M \ D, ÔD) A H*- l (M) A H k -\D) A #f (M \ D, dD) 
A H%{M) -4 H k (D) À H k+1 {M \ D, dD) A H k+l {M) ^ H k+l {D). 

Démonstration. La première suite est une conséquence directe du théorème 
1.1, si l'on observe d'une part que HÏ,{D,dD) ~ H*(D), car D est borné, 
et d'autre part que l'égalité Ker(b) = Im(r) est toujours vraie lorsque D est 
borné (c'est une conséquence de la suite usuelle en cohomologie de de Rham, 



voir par exemple JC4] ou [|L2| ) . La deuxième suite découle aussi du théorème 



1.1, si l'on échange D en M \ D dans ce théorème, puis si l'on se sert du fait 



que l'hypothèse D borné entraîne H^D) ~ H*(D), et Ker(r) = Im(e). □ 

2 Une formule d'intégration par parties 

Le but de cette partie est de présenter une formule d'intégration par parties 
pour l'opérateur d + 5. Cette formule et ses corollaires seront utiles pour 
l'étude de la L 2 — cohomologie de certains types de variétés. Le théorème 



principal est d'abord dû à Donnely et Xavier [Do-X] ; une démonstration plus 



synthétique en est aussi donnée par Escobar et Freire dans | E— Ff| . Ensuite 



Ballmann et Brùning [B-Bj ont étendu cette formule au cadre plus large des 



opérateurs de type Dirac et ont amélioré les résultats de Donnelly et Xavier. 

Avant d'énoncer le résultat principal, nous faisons la remarque suivante 
: si / est une fonction de classe C 2 sur une variété riemannienne M, alors 
son hessien Hf se prolonge à une forme bilinéaire symétrique sur A k T*M 
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comme suit 

Hf(a,P) =Y J Hf(X i ,X j )(i Xi a,i x .f3), (2.1) 
i,j 

où les Xi forment un repère orthonormal local et ixoi désigne le produit 
intérieur de la forme a par le champ de vecteurs X (la formule est bien 
entendu indépendante du choix d'un tel repère). Nous avons alors, suivant 

PEU : 



Théorème 2.1. On considère (M n ,g) une variété riemannienne complète. 
Soient f une fonction de classe C 2 sur M de gradient borné, Q un ouvert 
(à bord compact assez régulier) de M , et a une forme différentielle dans le 
domaine de l'opérateur d+5, lisse jusqu'au bord de £1. On note v la normale 
unitaire sortante sur d$l, et d<7 la mesure riemannienne induite sur le bord 
dQ. Alors 



[2Hf(a,a) + Af\a\ 2 ] dv g = 

2 / [{ivfda,a) + {iyfa, ôa)] dv g + / 
JVt Jdi 



,2 0f 



\a\ — + 2(i V fQ;, i v a) 



do-. 



ion 

Nous ne refaisons pas la démonstration. L'idée est de montrer l'équation 

Hf(a, a) + (Vy/a, a) = (di-^fa, a) + (i^fda, a), (2-2) 

valable pour toute forme différentielle a. Puis on intègre cette relation sur un 
ouvert par rapport à la mesure riemannienne dv g , et on fait des intégrations 
par parties sur les deux termes où apparaissent (Vv/ce,a) = 1/2V f.\a\ 2 et 
(diyfOi, a) 



Le premier corollaire que nous en déduisons se trouve dans [DckX] et 



[B-B] sous une forme légèrement différente, et consiste à considérer le cas 



particulier des formes à support compact. 

Corollaire 2.2. Soit f une fonction de classe C 2 sur M n telle que |V/| 
soit borné sur M . On considère a une forme lisse à support compact, alors 
on a l'estimation 



s 

J A 



[2Hf(a,a) + Af\a\ 2 ]\ < 2 sup(|V/|) [\\da\\ L , + IHl* 

M M 

Démonstration. On considère un ouvert O qui contient le support de 
a (dans son intérieur), donc dans l'égalité du théorème précédent, il n'y a 
plus de termes de bord. On majore le deuxième membre de cette égalité en 
utilisant le fait que \ixct\ < l-^IM pour tout champ de vecteurs X, puis en 
utilisant des inégalités de Cauchy-Schwarz, pour arriver au résultat annoncé. 
□ 

Cette idée s'adapte aussi au cas où l'on a un poids U : M — » M. En 



effet, si on repart de l'égalité 2.2, et si on l'intègre par rapport à la mesure 
dvu = e u dv g , alors par intégration par parties, on trouve 
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Corollaire 2.3. Soient f et U deux fonctions de classe C 2 sur (M, g), et Q 

un ouvert à bord compact et régulier de M. Si a est une forme différentielle 
lisse et à support borné dans f2 (le support pouvant rencontrer le bord), on a 



[ [2Hf(a, a) + Af\a\ 2 - (Vf, VU)\a\ 2 ] d Vu 
Jn 

2 / [(i\jfda,a) + (i\jfa,5a)]àv\j+ / 
Jn Jdi 



\a\ — + 2(i V fCe,iya) 
ou 



e u da. 



3 Un cas de L 2 — cohomologie à poids 

3.1 Cas "général" 

Soient (M n ,g) une variété riemannienne non compacte, et U : M — > [0, oo[ 
une fonction qui croît assez vite à l'infini pour que le volume de M par 
rapport à la mesure dv(_u) = e _u dv g soit fini, où dv g est la mesure rieman- 
nienne associée à g. Dans [|A-S| , Ahmed et Stroock montrent, sous certaines 
hypothèses géométriques (courbure de Ricci minorée, opérateur de courbure 
majoré), et d'autres hypothèses portant sur la fonction U, que les espaces 
de cohomologie L 2 à poids sont de dimension finie, et isomorphes aux es- 
paces de cohomologie réelle de M. Nous allons voir que sous des hypothèses 
beaucoup moins restrictives, ce résultat reste valable. En fait, nous nous 
intéressons d'abord à des poids e u , plutôt que e~ u , mais la preuve de notre 
résultat s'applique indifféremment aux deux cas. 

Théorème 3.1. Soit (M n ,g) une variété riemannienne complète de di- 
mension n. On suppose qu'il existe une fonction U : M — » M qui vérifie les 
hypothèses suivantes : 

1. U exhauste M , 

2. il existe une constante e > telle qu'en dehors d'un compact, on ait 

e 2 < |W| 2 , 



3. il existe deux constantes Ci < et Ci G M telles qu'en dehors d'un 
compact, on ait 

d\VU\ 2 <HU< C 2 \VU\ 2 . 

Si rj := 1 + nC\ — 2nC 2 > 0, alors n'est pas dans le spectre essentiel de 
l'opérateur d + ôxj. De plus, les espaces de L 2 -cohomologie à poids de M, 
associés au poids e u , sont de dimension finie, et isomorphes aux espaces de 
cohomologie à support compact de M : H^uiM) ~ H*(M). 
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Remarque. Si C2 < 0, alors on a le même résultat en supposant que 
1 + nC\ > (voir la preuve du théorème) . 

Démonstration. On montre d'abord que sous nos hypothèses, zéro n'est pas 
dans le spectre essentiel de d + ôjj. Soit c > un réel tel qu'en dehors 
de l'ouvert borné D = {U < c}, les hypothèses 2 et 3 du théorème soient 
vérifiées. Si a est une forme de degré k sur M\D, lisse et à support borné, on 
a, d'après la formule d'intégration par parties du corollaire |2.3| (en prenant 
/ = U dans les notations de ce corollaire) : 



/ [2HU(a,a) + AU\a\ 2 - \VU\ 2 \a\ 2 ] dv v 
Jm\d 



'M\D 

2 / [(ivuda, a) + (ivua, ôa)] dvu+ 

JM\D JdD 



\a\ — — h 2(i V u«, it/Ct) 
ou 



e u da, 



(3.3) 



où u est la normale unitaire extérieure sur dD, donc u = — Vf7/|Vf7| ici. 
Or, on a l'estimation suivante : 



2HU(a,a) + AU\a\ 2 -\VU\ 2 \a\ 2 < (-1 + 2kC 2 - nCi)|W| 2 |a| 2 

< -?7|VC/| 2 |a| 2 - 

On considère de plus que a est une forme différentielle vérifiant la condition 
absolue au bord i v a = 0. Le terme de bord de l'égalité est alors positif 
car —dU /du = |VÎ7|, donc compte tenu de l'inégalité précédente, on a 



V 



/ |V[/| 2 |a| 2 dvTj < —2 [{iyuda,a) + (iyua,Sua)] dvu 

Jm\d Jm\d 



1/2 



< 



|VC/| 2 |a| 2 dvu 



\Jm\d ) 
\\da\\ L 2 i M \D) + \ \ s ua\\ L 2 {M \ D) 



où pour passer de la première à la deuxième inégalité, on a d'abord utilisé 
l'inégalité \ixP\ ^ l-^ll/^l) valable pour tout champ de vecteurs X et toute 
forme (3, et ensuite des inégalités de Cauchy-Schwarz. On en déduit finale- 
ment que pour toute forme a à support borné dans M \ D, vérifiant la 
condition absolue i u a = : 

W2||a||z^ (MVD) < \\da\\ L 2 u{M \ D) + \\Sua\\ L 2 uiM \ D) (3.4) 

Cette inégalité est en particulier vraie pour des formes lisses à support com- 
pact dans M \ D, donc on a une inégalité de Poincaré à l'infini, et par 
conséquent n'est pas dans le spectre essentiel de l'opérateur d + Su- On 
a alors une suite exacte pour la L 2 — cohomologie à poids, analogue à la 
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première suite exacte du corollaire 1.4, c'est-à-dire que pour tout entier k, 
la suite 

H k c (D) A H^(M) A H k w {M \ D) \ H k+1 (D) 

est exacte. On va montrer que la L 2 — cohomologie absolue à poids de M \ 
D est nulle (c'est-à-dire H^jj^M \ D) = 0). Soit donc a une forme de 
L^(M \ D), (d + 5{/)-harmonique, et satisfaisant la condition absolue au 
bord i u a = 0. On considère une suite pi de fonctions lisses définies sur 
M\D, à supports bornés, vérifiant : 

\pi\ < 1> Pl — ► 1 (l — ► oo), < 1, et dpi — » sur les compacts. 



On applique alors l'inégalité I^J à pia, puis on fait tendre l vers l'infini, pour 
montrer que a est nulle. Ceci montre que 

H* tU (M)~H*(D), 

et ceci pour tout ouvert D = {U < c}. En faisant tendre c vers l'infini, on 
trouve le résultat souhaité. □ 

3.2 Cas des variétés de volume fini, à courbure négative et 
pincée 

Dans cette partie, (M n ,g) est une variété riemannienne complète de vol- 
ume fini. On suppose de plus que la courbure sectionnelle K de M est 
négativement pincée, c'est-à-dire qu'il existe des constantes a et 6, avec 

-b 2 <K < -a 2 < 0. 

On rappelle des résultats concernant la géométrie de telles variétés (voir , 



H-I|, ou encore le résumé de [L3]) : M est difféomorphe à l'intérieur d'une 
variété compacte à bord. Si S est l'une des composantes (en nombre fini) du 
bord, il y a un bout correspondant. A tout rayon géodésique d'un bout, on 
associe une fonction de Busemann r (deux telles fonctions ne diffèrent que 
d'une constante). Dans le cas général, r est seulement de classe C 2 . Si B est 
un bout associé à la composante de bord S, alors B est C 2 — difféomorphe à 
]0, oo[xS, les tranches {t} x S étant les niveaux d'une fonction de Busemann 
r. Par ce difféomorphisme, la métrique s'écrit 

g = dr 2 +g r , 

où les g r sont une famille de métriques sur E. 

La preuve du théorème |3.l| s'adapte aussi au cas des variétés de volume 
fini, à courbure négative et pincée : 
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Corollaire 3.2. Soit (M n ,g) une variété complète de volume fini, à cour- 
bure sectionnelle K négative et pincée : il existe deux constantes strictement 
positives a etb telles que —b 2 < K < —a 2 < 0. Soit U : M — > R une fonction 
qui sur chaque bout de M est de la forme U = Cr, où r est une fonction de 
Busemann associée au bout, et C une constante vérifiant C > 2a + (n — 1)6. 
Alors la L 2 — cohomologie à poids de M, associée au poids e u , est isomorphe 
à la cohomologie à support compact de M : v (M) ~ H* {M) . 

Démonstration. On procède de manière similaire à la preuve précédente 
(théorème |3.1|), en majorant le membre de gauche de la formule d'intégration 
par partiesEO. Pour cela, on se sert du théorème de comparaison des 



hessiens de Greene et Wu (voir [ G-W , p. 19]) qui montre que si Ai > . . . > A n 
sont les valeurs propres du hessien Hr d'une fonction de Busemann, alors 
Ai = 0, et — b < Xi < —a, pour i > 2. Ainsi, pour toute forme de degré k, 
on a 

2HU(a,a) + AU\a\ 2 -\VU\ 2 \a\ 2 < C(2(l - k)a + (n - 1)6 - C)\a\ 2 

< C{2a+(n-l)b-C)\a\ 2 , 

puis on conclut comme avant. □ 
Remarque. Comme on l'a déjà suggéré, on peut faire des raison- 
nements analogues si on considère le poids e~ u . Ainsi, si M et U vérifient 



les hypothèses 1, 2 et 3 du théorème |3^1j, avec 1 + 2nC\ — nC2 > (ou bien 
C\ < et 1 — nC2 > 0), alors la L 2 — cohomologie à poids de M, associée au 
poids e~ u , est isomorphe à la cohomologie réelle de M. De façon similaire, 
si M et U sont comme dans le corollaire précédent, avec C > 2nb— (n—l)a, 
alors la L 2 — cohomologie associée au poids e~ u est aussi isomorphe à la 
cohomologie réelle. 

4 Un détour par les travaux d'Ohsawa 



Dans |Ô| (voir aussi | Q-T| ), T. Ohsawa développe une théorie afin d'obtenir 



des théorèmes d'isomorphisme pour les groupes de cohomologie d'une large 
classe de variétés complexes. Sa théorie des "pseudo-paires de Runge" est en 
effet assez générale, et permet de comparer les groupes de L 2 -cohomologie 
et de cohomologie ordinaire. Ici, nous nous contentons de voir que cette 
méthode marche dans un cadre plus simple et légèrement différent. Tout 
d'abord, nous avons besoin d'introduire la définition suivante, qui est l'équivalent 
de la notion de pseudo-paire de Runge chez Ohsawa : 

Définition 4.1. Soient (M, g) une variété riemannienne complète, k un 
entier, etU : M — > 1R une fonction de classe C 2 définie sur M. On considère 
une suite de fonctions U p : M — > R définies sur M, de classe C 2 . On dit 
que la suite U p est une bonne suite de poids par rapport à U en degré k si 
elle satisfait aux conditions suivantes : 
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(1) Pour tout compact L de M, il existe un entier po (dépendant de L) tel 
que U P \L = U\L pour p > po • 

(2) (Inégalités de Poincaré à l'infini uniformes) Il existe un compact K 
de M, et une constante C\ > tels que pour tout p > 1, l'on ait 



Va E C °°(A fc T*(M)), \\a\\î 2 < Ci 



\\da\\ 2 Ll +\\5 Up a\ 



h. + / \ a ? dv u P 
u p Jk 



(3) Lfj p (A j T*M) C Lfj p+i (A j T*M), et il existe une constante C 2 > telle 
Q ue \\-\\lI(Mt*m) < QW-Wl*, (Aït*m)> P our toutp> 1, etj = k-l,k. 

Remarque. Il n'est pas difficile de voir que la condition (2) est 
équivalente à : il existe un compact K' de M, et une constante C > 
tels que pour tout p > 1, l'on ait 



Va G C^(A k T*(M\K')), 



\a\\ 2 r 2 



\\da\\ 2 L? +11^11^ 



et dans la pratique, c'est cette condition qu'on vérifiera. 

Théorème 4.2 (Ohsawa). Soient (M, g) une variété riemannienne complète, 
k un entier, et U : M — > M une fonction de classe C 2 définie sur M. On 
suppose qu'il existe une bonne suite de poids U p par rapport à U en degrés 
k et k + 1 (c'est la même suite pour les deux degrés). Alors il existe un 
entier po tel que les applications naturelles H^y^M) — » H^uiM) soient 
des isomorphismes pour p > po • 

Comme notre cadre est un peu différent de celui considéré par Ohsawa, 
et pour être plus complet, nous refaisons la démonstration de ce théorème en 
reprenant les arguments de la preuve de O théorème 3.2, chapitre 2]. Pour 
cela, nous avons besoin tout d'abord de quelques résultats préliminaires. 
Dans la suite, M est une variété riemannienne complète, et U une fonction 
de classe C 2 définie sur M. En premier lieu, l'analogue de [Q, lemme 2.2, 
chapitre 2] est 

Proposition 4.3. On suppose qu'il existe une bonne suite de poids U p par 
rapport àU en degré k. Alors il existe un entier po et une constante C3 > 
tels que pour tout p > po l'on ait 



Va£Ll(A k T*M),a± u H k u ,\\a\\ 2 L2 < C 3 



\\da\\ 2 Ll +\\5 Up a\\ 2 L 



Démonstration. Nous reprenons le raisonnement de lemme 2.2, 
chapitre 2], en supposant que la conclusion de la proposition est fausse. 
Alors il existe une suite de A;— formes a p vérifiant 



a 



1, ap-LHu, \\da p \\ L 2 <l/p, \\S Up a p \\ L 2 <l/p. 
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Alors les a p forment une suite bornée de Lfj d'après l'hypothèse (3) (voir la 
définition |4.1| ) , donc on peut en extraire une sous-suite qui converge faible- 
ment dans Ly vers une élément a ; de plus, l'hypothèse (1) montre que les 
(d + ôu)(a p ) sont bornés sur les compacts, et donc on peut en particulier 
supposer, d'après le théorème de compacité de Rellich, que les a p convergent 
fortement vers a sur le compact K (à une sous-suite près). Mais a est à 
la fois (d + Su)— harmonique, et orthogonale à TL V , donc a est nulle. Or, 
l'hypothèse (2) entraîne 

1 2 f , ,2 , 

9 < / \a v \ dv Uv , 



Ci p 2 



K 



et en passant à la limite quand p tend vers l'infini, on voit que 



1 

cl 



< I \a\ 2 dvu, 



K 



ce qui contredit le fait que a est nulle. □ 
Avant d'énoncer la prochaine proposition, nous rappelons un résultat 
d'Hôrmander |Ho| , théorème 1.1.4] qui nous sera utile. Soient Hi, i = 1,2,3 
trois espaces de Hilbert, de normes ||.||, respectivement. On considère deux 
opérateurs non bornés et fermés T : H\ — > H2 et S : H2 — * H3 de domaines 
respectifs Dom(T) et Dom(S) denses, et tels que S o T = 0. On note par T* 
l'adjoint de T. 

Théorème 4.4 (Hôrmander). Soit F un sous-espace fermé de H2 qui 
contient Im(T). On suppose qu'il existe une constante c > telle que 

Va G Dom(T*) n Dom(S) n F, ||a||| < c [||T*a||f + ||Sa|||] . 

Alors si P £ Im(T*) ; il existe a G Dom(T*), avec T*a = (3 et \\a\\2 < 



Nous pouvons maintenant prouver l'analogue du théorème 2.3, chapitre 
2 de @, avec la même méthode. 

Proposition 4.5. On suppose qu'il existe une bonne suite de poids U p par 
rapport à U en degré k. Soit 7 G Ker L ^(d) ; de degré k — 1. Alors pour tout 

e > 0, il existe un entier p et un élément 7 G Ker L 2 (d), de degré k — 1, tels 

u p 

que 

Il7-7ll^ < e - 

Démonstration. La conclusion de la proposition signifie que l'espace 
(u p >iKer L 2 (d)) r\I%(A. k - 1 T*M) est dense dans Ker L 2 (d)nL^ J (A k - 1 T*M). 

\ Up / u 

Il suffit donc de prouver que l'orthogonal du premier espace dans le deuxième 
est nul : soit a G Ker L ^ (d) une forme de degré k — 1 telle que 

Vp > 1, Vc/? G Ker L 2 (d), (a,tp) L 2 = 0. 

Up U 
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On va montrer que a = 0, et pour cela on va montrer qu'il existe une forme 
(3 de degré k dans Lfj telle que a = ôu@. 

D'abord, l'hypothèse (3) montre que pour tout p, la forme linéaire (a, .) L ^ 
est continue sur Lfj p , de norme inférieure ou égale à C^HaH^, donc on en 
déduit l'existence de a p S Lfj telle que 

(<*,-) l* = («p>-)l2 , et ||ap|| £ a < C 2 \\a\\ L 2 

U Up Up u 

Plus simplement, on a a p = e u ~ Up a. D'après l'hypothèse (1), on voit alors 
que 

ty> G C^(A k T*M), (a p ,v) Lfj ^( aji p) Lh , 

puisque pour tout compact fixé, il y a en fait égalité entre a et a p pour tous 
les p assez grands. 

D'autre part, l'hypothèse d'orthogonalité faite sur a, et la définition 
des a p montrent que a p est orthogonale à Ker L ^ (d) dans L^, donc est 

dans l'adhérence de l'image de ôu p - Or, cette image est fermée grâce aux 
inégalités de Poincaré à l'infini (2), par un raisonnement proche de celui de 
la preuve de la proposition |L3| : supposons en effet qu'il existe une suite 
de k— formes de Lfj telle que la suite ôu p ipl s °it dans Ly , et converge 
dans cet espace vers une (k — 1)— forme u. L'inégalité de Poincaré à l'infini 
montre que n'est pas dans le spectre essentiel du laplacien A-u p ,k agissant 
sur les k— formes (où Ajj p = {d + ôu p ) 2 ), donc on a un opérateur de Green G 
comme dans la proposition [T^. Quitte à remplacer ipi par dG-ipi, on peut 
supposer que les tpi sont exactes. On utilise alors encore une fois l'hypothèse 
sur le spectre essentiel pour en déduire l'existence d'une constante G > 
telle que 

V^GDom((d + 5 Up ) k ), V^Ker(A Upik ), C\W\\h < ||d^|£ ? + \\Sv p ^\\h • 

Up Up Up 

On en déduit facilement que ipi est une suite de Cauchy dans Lfj , et qu'elle 
converge vers un élément ip, avec 8jj p ip = uj. Ceci finit de montrer que 
l'image de 5jj p est fermée dans L^. On a donc 

a p G Im((5up). 

On va appliquer le théorème d'Hôrmander ^4] avec Hi = (A k+l ~ 2 T*M), 
i = 1,2, 3, T = S = d, et F l'ensemble des /c-formes de Lfj qui sont 
orthogonales à TC^ dans L 2 J (A k T* M). F est clairement fermé, et de plus 
il contient l'image de T = d : en effet, soient £ un élément de Tt^, et 
7 = Tr] = dr] e Lfj (A k T*M) C Lfj(A k T*M) un élément de Im(T), avec 

7] G Lg, (A fc_1 T*M) C L 2 r (A k ~ 1 T*M). Alors on a : 
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l'intégration par parties qui fait passer de la première ligne à la deuxième 
étant justifiée car (M, g) est complète. On a donc bien Im(T) C F. Enfin, 
l'estimation dont on a besoin pour appliquer le théorème d'Hôrmander est 



obtenue dans la proposition ^4.3| , avec la même constante c = C3 pour tous 
les p assez grands. Ceci montre l'existence d'une constante C4 et, pour tout 
p, d'une forme j3 p de Lfj telles que 

ôu P Pp = a p , et H^pllip <C A \\a p \\ L 2 . 



Il est alors facile de voir que les P sont bornées dans Lfj (par CfCiHaH^), 
donc que les j3 p convergent (à une sous-suite près, notée encore j3 p ) faiblement 
vers une forme j3 dans Lfj. De plus, on a 5jjj3 = a : en effet, pour toute 
forme (p lisse à support compact, et pour tout p assez grand (dépendant du 
support de (p), on a d'après (1) 

(P p ,d<p) L 2 = ((3p,d<p) L 2. 

Up u 

Le membre de droite de cette égalité tend vers {f3,dip) L 2^ par convergence 
faible. Quant au membre de gauche, on a 



((3 p ,dip) L 2 =(ô Up P,<p) L 2 =(ap,ip) L 2 ={a,ip) 



Ceci achève la preuve de la proposition. □ 



Démonstration du théorème 4Â. Grâce à (1) et (2), l'opérateur (d + 5jj) 
vérifie aussi une inégalité de Poincaré à l'infini, donc H^jjiM) est de dimen- 
sion finie. Il suffit donc de montrer que pour p assez grand, l'application 
H^u (M) — > H2u(M) est injective et d'image dense, et ces deux faits 
découlent des deux propositions précédentes. □ 



5 L 2 -cohomologie des variétés de volume fini, à 
courbure négative pincée 

5.1 Théorème principal 

Dans cette partie, (M n ,g) est une variété riemannienne complète de dimen- 
sion n, de volume fini, à courbure sectionnelle K négative pincée : il existe 
des constantes a et 6, telles que l'on ait — b 2 < K < —a 2 < 0. Dans la 
troisième partie (corollaire [T^), on a donné une interprétation topologique 
des espaces de L 2 -cohomologie à poids de ces variétés, si le poids est bien 
choisi. Ici, nous allons comparer les espaces de L 2 -cohomologie aux espaces 
de L 2 -cohomologie à poids, grâce aux résultats de la partie précédente. Des 
travaux d'Ohsawa, on déduit d'abord la proposition suivante : 

Proposition 5.1. Soit (M n ,g), une variété riemannienne complète de di- 
mension n, de volume fini, à courbure sectionnelle K négative pincée : il 
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existe des constantes a et b, telles que l'on ait —b 2 < K < —a? < 0. On 
suppose que pour un entier k < (n — l)/2, on a {n — 1 — k)a — kb =: e > 0. 
Alors on a l'isomorphisme: 

H%~ k (M) ~ H^ k {M). 

Démonstration. On va appliquer le théorème [4.2| avec une suite de poids 
bien choisis. Fixons d'abord une constante C > qu'on choisira ensuite 
assez grande, et considérons une fonction F : R — > M de classe C 2 qui vérifie 

F(t) = si t < 0, 

F(t) = Ct si t > 1, 
F' > 0. 

On peut, sans perdre de généralités, supposer que M a un seul bout, et on 
note par r une fonction de Busemann associée. On considère alors une suite 
U p : M — ► R de fonctions de classe C 2 définies en a; G M par 

U p (x) = F(r(x) — p). 

Si x est fixé dans M, pour p assez grand, on a U p (x) = 0, c'est-à-dire que 



l'hypothèse (1) de la définition 4.1 est vérifiée par U = et la suite U p 



L'hypothèse (3) est aussi facile à vérifier avec C2 = 1- Nous allons voir que 
la condition (2) est aussi satisfaite en degrés n — k et n — k + 1. En effet, 



d'après la formule d'intégration par parties du corollaire |2.3j , en prenant 
/ = r, si a. est une forme à support compact contenu dans le bout, on a 

/ [2Hr(a, a) + Ar\a\ 2 - F'(r - p)\a\ 2 ] dv Up = 

J M 

2 [(i Vr da,a) + (iy r a,ô Up a)] dv Up . (5.5) 

J M 

Notons Ai > . . . > A n les valeurs propres du hessien Hr. D'après l'hypothèse 
sur les courbures sectionnelles, le théorème de comparaison des hessiens de 



Greene et Wu |G-W|] nous donne Ai = 0, et — b < Xi < —a, i > 2 sur le 



bout. Ainsi, en raisonnant comme dans [B-B, corollaire 5.4], si a est de 
degré n — k, on a 



a 



-£\a\ 



2Hr(a, a) + Ar\a\ 2 < — [(n — k — l)a — 
Cette inégalité reste a fortiori vraie si a est de degré n — k + 1. Comme 



on a F' > 0, on déduit de la formule d'intégration par parties 5.5 que pour 
toute (n — k) ou (n — k + l)-forme a à support dans le bout : 



v^lHb, <2 



\da\\ L 2 + \\S Up a\\ L 2 
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Ceci montre que l'hypothèse (2) de la définition 4.1 est aussi vérifiée pour 
les degrés n — k et n — k + 1. Par conséquent, la suite U p est une bonne suite 
de poids pour U = en degrés n — k et n — k + 1, donc d'après le théorème 



d'Ohsawa [L2|, pour p assez grand, on a 

Or, si on est assez loin sur le bout, la fonction U p est égale à Cr, et par 



le corollaire |3.2| , on sait dans ce cas que si la constante C est assez grande, 
alors 

Hl Up {M)~H* c {M). 



Ceci achève la preuve de la proposition. □ 
Remarque. L'hypothèse (n — 1 — k)a — kb>0 est exactement celle qui 
permet de savoir que n'est pas dans le spectre essentiel du laplacien 
(voir [Do-X, théorème 4.2] et [B-B, corollaire 5.4]). On verra que le résultat 



de la proposition 5.1 est optimal par rapport au pincement. 



Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat principal. 

Théorème 5.2. Soit (M n ,g), une variété riemannienne complète de di- 
mension n, de volume fini, à courbure sectionnelle K négative pincée : il 
existe des constantes a et b, telles que l'on ait —b 2 < K < —a 2 < 0. On 
suppose que na — (n — 2)6 > 0, alors on a les isomorphismes entre espaces 
vectoriels de dimension finie : 

( H k (M), sik< (n-ï)/2, 

H%{M) ~ I Im(# c n/2 (M) -> H n / 2 (M)), si k = n/2, 

[ fl*(M), si k > (n + l)/2. 

Si de plus la courbure est constante (a = b), et la dimension est impaire, 
alors on a H^ n±1)/2 (M) ~ Im(^ n±1)/2 (M) -► tf( n±1 )/ 2 (M)) 

Démonstration. On peut tout d'abord supposer que M est orientable. 
Sinon, il suffit de considérer le revêtement à deux feuillets M qui, lui, est ori- 
entable, en remarquant que si r est l'automorphisme du revêtement, alors la 
L 2 — cohomologie de M est isomorphe à la L 2 — cohomologie r— invariante de 
M. L'avantage qu'on en tire est que sur une variété orientable, l'opérateur * 
de Hodge réalise une isométrie entre les k et les (n— A;)— formes harmoniques. 
Ainsi, on peut se limiter aux degrés k supérieurs ou égaux à n/2. 

1. Pour les degrés k > (n + l)/2, la conclusion du théorème découle de 



la proposition 5.1 



2. Supposons que n = 2m, et traitons le cas k = n/2 = m. On sait que, 
sous nos hypothèses de courbure, n'est pas dans le spectre essentiel 
du laplacien agissant sur les formes P-Bj ]. Les deux suites exactes de 
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la première partie (corollaire 1.4) sont donc vraies pour tous les degrés, 
et en particulier, pour tout ouvert borné D, on a : 



H™(D) -> H™ (M) -> tf 2 m (M \ £>), 

et 

H™{M \ D, dD) -» tf 2 m (M) -> if m (D). 

Sans perdre de généralités, on peut supposer que M a un seul bout, 
et on note par r une fonction de Busemann associée. On prend alors 
D = {r < c} pour un réel c fixé, et on va montrer que H™ (M \ D) = 
H™ {M \ D, dD) = 0, si on choisit c assez grand. Alors les deux suites 
exactes ci-dessus donneront : H™ (M) se surjecte dans H™ (M), et 
H™ (M) s'injecte dans H m (M). Mais d'après Anderson (Xn| (voir 
aussi Q ou |C4jl), Im(#™(M) -» H m (M)) s'injecte toujours dans 
H™ (M), donc on en déduira que Hp(M) ~ lm{H™{M) -» H m (M)). 

Il nous reste donc à montrer que H™ (M \D) = H% l (M\ D, dD) = 0. 
Pour cela, on considère la variété double X c = (M \ JD)jj(— M \ £)) 
obtenue en recollant deux copies de M \ D le long de dD. X c porte 
une métrique naturelle qui coincide avec celle de M\D sur chacune des 
copies. Cette métrique n'est pas lisse, mais seulement lipschitzienne ; 
cependant, ceci est suffisant pour définir l'opérateur 6 et toute l'analyse 
précédente reste valable. La 1?— cohomologie de X c vérifie alors (voir 
par exemple ||C1||) 



H%(X C ) = H^{M \D)e Hl(M \ D, dD). 

Il nous suffit donc de montrer que H'2 l (X c ) = 0. D'après la première 
partie de la démonstration, on sait déjà que 

rf/y^/ H k (X c ), si k < m, 
2[ c) - \ H k c {X c ), sïk>m. 

X c est difïéomorphe à un produit M x dD, donc ses nombres de Betti 
bk(X c ) sont les mêmes que ceux de dD. La caractéristique d'Euler L 2 
de X c est par conséquent donnée par 

X2 (X C ) = 2 Y,(-l) k h(dD) + (-l) m dim(H 2 n (X c )), 

k<m 



où bk(dD) est le k— ème nombre de Betti de dD. Or, d'après [B-B 
théorème C], on a : 



X2 



(X c )= [ L0 + 2I P(II)+2J2(-l)%(dD), 

]X « JdD k<m 
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où u> est la forme d'Euler, et P(II) est un polynôme en la courbure et 
en la seconde forme fondamentale de dD. On en déduit donc que : 

(-l)™dim(H™(X c )) = / u + 2 [ P(II). 

Mais le terme de droite de cette égalité tend vers zéro lorsque c tend 
vers l'infini, donc le terme de gauche, qui est un entier, est nul pour c 
assez grand ; on obtient bien l'annulation souhaitée. 

Il ne nous reste plus qu'à considérer le cas où la courbure est constante 
(par exemple égale à —1), n = 2m + 1 est impair, k = (n — l)/2 = m. 
On peut toujours supposer qu'on a un seul bout, et donc qu'en dehors 
d'un ouvert D, M\D est de la forme ]0, oo[xdD, portant la métrique 

où r est une fonction de Busemann, et d6 2 est une métrique sur la 



variété dD. D'après [Do-X], n'est pas dans le spectre essentiel du 
laplacien en degré m — 1. Donc d'après les résultats de la première 
partie, on a les deux suites exactes 

H™(D) -> H?(M) HJ?{M \ D), 

H™(M \ D, dD) -► H™(M) -► H m (D). 
De nouveau, il nous suffit de montrer l'annulation de la L 2 — cohomologie 



à l'infini. On va procéder comme dans la démonstration de [C4, lemme 



5.3]. D'abord, ]0,oo[xdD est finiment recouvert par ]0, oo[xT n_1 , 
avec T'™^ 1 un tore plat. Il suffit donc de montrer le résultat pour 
]0, oo[xT n_1 . Comme le tore T n_1 agit par isométries sur ]0, oo[xT n , 
et que cette action engendre des vecteurs de Killing de longueur bornée, 
PI , théorème 3] montre que toute forme harmonique L 2 vérifiant la 
condition absolue ou relative est invariante sous cette action. Ainsi, si 
a est une telle m— forme, on peut écrire a = /3(r) + dr A 7(7"), où f3(r) 
et 7(7*) sont vues comme des formes définies sur T n_1 , dépendant du 
paramètre r, et on a : 

d/3 

da = dr A — — = 0, 
or 

ôa = -^ + 2 1 = 0, 
or 

donc si a vérifie la condition absolue 7(0) = 0, on obtient finalement 
a = (3(0). Mais cette forme n'est de carré intégrable que si elle est 
nulle. De même, si a vérifie la condition relative, a est forcément 
nulle. 
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□ 

Remarques. 

i) Pour les variétés hyperboliques de volume fini, on retrouve les résultats 
de Zucker [g], et de Mazzeo et Phillips |M-P | concernant la L 2 — cohomologie 



(ces deux derniers auteurs traitent le cas plus général des variétés hy- 
perboliques géométriquement finies). 

ii) Les résultats précédents, et tous ceux qui suivent, restent vrais si on 
perturbe la métrique sur un compact. 

iii) Pour avoir la conclusion seulement pour les degrés inférieurs ou égaux 
à un fc < (n — l)/2, il suffit d'avoir (n — k — l)a — kb > (voir la 



proposition 5.1. Mieux encore, il suffit d'imposer ces conditions de 
pincement uniquement sur les courbures radiales, car ce sont celles qui 
interviennent dans le théorème de comparaison des hessiens de Greene 
et Wu. 

iv) Les degrés fc = (n±l)/2 quand n = 2m + 1 est impair et la courbure 
variable ne sont pas pris en compte : on verra en effet à la fin de cette 
partie un exemple montrant qu'on ne peut pas espérer de résultats 
analogues pour ces degrés dès que la courbure varie. 

v) Si la courbure est constante, et si la dimension est paire, ou bien si on 
est en dimension deux, l'annulation de la L 2 — cohomologie à l'infini en 
degré moitié s'obtient de manière plus simple, par invariance conforme 
de la L 2 — cohomologie en ce degré : dans ce cas, chaque bout est 
conformément équivalent à un cylindre, et il est bien connu que la 
L 2 — cohomologie d'un cylindre est nulle. 

5.2 Etude d'un exemple : le produit doublement tordu 

On va maintenant étudier une famille d'exemples qui montre que la conclu- 
sion du théorème est fausse, d'une part pour les degrés proches du degré 
moitié si la dimension est impaire, dès que la courbure varie, et d'autre part 
pour tous les degrés (autres que et n) si la courbure n'est pas assez pincée. 
Considérons le tore T de dimension i, notons h{ la métrique induite par celle 
de W. Soient n > 3 un entier, 1 < k < n — lun autre entier, et < a < b 
deux réels. On munit la variété $7 =]0, oo[xT n ~ fe_1 x T k de la métrique 

g = d r 2 + e - 2ar h n _ k _ 1 +e- 2br h k . 



Ballmann et Brùning ont considéré cet exemple | B-B , exemples 3.19, 4.2 
et 5.5]. Ils montrent notamment que la courbure sectionnelle K vérifie 
—b 2 < K < -a 2 , et que est dans le spectre essentiel du laplacien 
si et seulement si (n — k — l)a — kb = 0. 
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Nous allons déterminer l'espace des p— formes harmoniques sur (fi, g), en 
raisonnant comme dans [C4, lemme 5.3] et comme à la fin de la démonstration 
du théorème précédent. Tout d'abord, si a est une p— forme harmonique 
vérifiant la condition absolue ou relative sur le bord {0} x T"^ 1 x T k , 
alors d'après le résultat de Hitchin théorème 3], a est invariante sous 
l'action de T n_fc_1 x T k . Si x%, . . . , sc n _k_i,yi, ■ ■ ■ iVk es t un système de 
coordonnées sur T™ _1 = T n_fc_1 x T fc , on peut écrire 

a = V] aij(r)dx J A dy J + dr A ^ b^j^dx 1 A dy J , 
i,J i,j 

où I = (ii, ... , ii) et J = (ji, . . . ,j m ) sont des multi-indices, avec l + m = p 
pour la première somme et l + m = p — 1 pour la deuxième, l < n — k — 1, 
m < k, dx 1 A <iy J = <ir n A . . . da; li A A ... A dy Jm , et enfin où ai t j(r) , 
bi,j(r) sont des fonctions qui ne dépendent que de r. On peut réécrire cette 
formule sous la forme : 

a = 0i(r) + dr A 7/(r), 
7" / 

où chaque multi-indice I = (ï'i, . . . , iij,ji, ■ ■ ■ ,j mi ) est de longueur lj + mj = 
p (respectivement li + mj = p — 1) dans la première somme (respectivement 
dans la deuxième somme). On a alors : 

= da = drA} 

= 5a = - + (2(Z/a + m/6) - (n - k - l)a - kbhA. 

Si a vérifie la condition absolue au bord, on a donc forcément 

a = ^2 Pi, 
i 

avec les /3/ indépendantes de r. Chaque f3j étant de carré intégrable si et 
seulement si 2(1 ja + mjb) < (n — k — l)a + kb, on en déduit finalement : 

dim(H|(0)) = tt{/ = (h, ■■■ ,j m )/l < n- k - 1, m < k, 

l + m = p et 2(la + mb) < (n — k — ï)a + 

(5.6) 

et comme par dualité if|(r2,ôil) ~ H 2 P (&), 

dim(H^(Q,ôn)) = ft{J = (n, . . . ■ ■ ■ J m )/l < n - k - 1, m < k, 

l + m = n — p et 2(1 a + mb) < (n — k — ï)a + kb}. 
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On peut alors voir qu'en dimension impaire n = 2s + 1, la conclusion du 
théorème [5.2| concernant les variétés hyperboliques de volume fini n'est plus 
vérifiée en courbure variable pour les degrés s et s + 1. Considérons en 
effet le double produit tordu f2 =]0, oo[xT s x T s muni de la métrique g = 



dr + e h s + e h s . L'équation 5.6 qui donne la dimension de iîJ(O) 



montre que cette dimension n'est jamais nulle, dès que b est strictement plus 
grand que a: le multi-indice qui a des 1 pour s premières composantes et 
des ailleurs est par exemple toujours solution dans ce cas. Ainsi, sur la 
variété double Ojj(— Q), de dimension 2s + 1, il y a au moins une s— forme 
harmonique en degré s, car (^tt( — ^)) = iïf (^)©-^2 9Q). Mais l'image 
de la cohomologie relative dans la cohomologie est nulle. 

Ensuite, nous nous contentons, pour simplifier, de considérer le cas n = 4. 
Le cas général est similaire, et n'apporte rien de plus. Avec les notations 
précédentes, nous choisissons k = 1, et nous pouvons supposer que b = 1. 



L'égalité 5J3 montre que la L 2 — cohomologie absolue de degré un iï^îî) est 
de dimension 2 ou 3 selon les valeurs de a : les formes dx\ et dx2 sont 
toujours dans H^i^l) et non nulles, alors que dy\ n'est solution que si a > 
1/2. Quant à la L 2 — cohomologie relative, elle est toujours nulle. Comme 
la cohomologie usuelle de degré 1 de fîfl(— f2) = R x T 3 est de dimension 
3, l'isomorphisme iî 1 (J7[j(— ft)) ~ {{^(^(—O,)) n'est vrai que si a > 1/2. 
Remarquons que a = 1/2 est exactement la valeur pour laquelle est dans 
le spectre essentiel de Ai. De même, on voit qu'en degré 2, l'isomorphisme 
entre la L 2 — cohomologie et l'image de la cohomologie à support compact 
dans la cohomologie n'est vrai que si a > 1/2. 

6 Quelques autres géométries 
6.1 Certains produits tordus 

On considère ici des variétés dont chacun des bouts est isométrique à une 
variété de la forme B =]0, oo[xK (avec K une variété compacte sans bord) 
munie d'une métrique qui s'écrit 

dr 2 + F{r) 2 d9 2 , 

où F est une fonction strictement positive, et d6 2 est une métrique sur K. 
Les formes harmoniques de telles variétés ont par exemple été étudiées dans 



0, [Br] et |C2j| , où les auteurs obtiennent des résultats d'annulation et de 
finitude. 

Nous allons donner une interprétation topologique de ces espaces dans 
certains cas particuliers. Dans un repère orthonormal local e± = Vr, e%, . . . , e n 
de B (avec e%,... ,e n un repère orthogonal de K pour la métrique d9 2 ), le 
hessien de la fonction r se diagonalise : il vaut zéro sur e± = Vr, et F' /F 
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sur les autres vecteurs. Ainsi, si a est une /c— forme, on a : 

F' 

2Hr(a, a) + Ar\a\ 2 = —[{2k - (n - l))|a| 2 - 2\i Vr a\ 2 }. 

F 

Si on suppose que F' /F > C > pour une constante C, alors en utilisant 
la double inégalité < |ivr«| 2 < | ct| 2 , on obtient 

2Hr(a,a) + Ar\a\ 2 > C[2k - 2 - (n - l)]\a\ 2 , 
2Hr(a,a) + Ar\a\ 2 < C[2k - (n - l)]\a\ 2 . 

On peut aussi faire un raisonnement analogue si on suppose que F' /F < 
—C < 0. Ainsi, les méthodes des paragraphes précédents permettent d'affirmer 



Théorème 6.1. Soit (M n ,g) une variété riemannienne. On suppose que 
M se décompose en DUiBi où D est une variété compacte à bord, et chaque 
bout F>i est isométrique à un produit tordu de la forme ]0, oo[xKi portant la 
métrique dr 2 + F 2 (r)d9 2 . 

a) S'il existe une constante C > telle que pour tout i on ait F[/Fi > C , 
alors 

H*{M), sik< (n-l)/2, 
H k (M), si k > (n + l)/2. 



b) S'il existe une constante C > telle que pour tout i on ait F[jFi < —C, 
alors 

( H k (M), sik< (n-l)/2, 

H%(M) ~ < lm(H k (M) -> H k (M)), sik = n/2 

{ H k (M), sik> (n + l)/2. 

Démonstration. On fait la démonstration par exemple uniquement pour 
le cas b). Par dualité, il suffit de considérer les degrés k < n/2. Pour 



k < (n — 3)/2, on raisonne comme dans la preuve du théorème 3.1 : les 
estimées sur le hessien des fonctions Fi montrent qu'on a une inégalité de 
Poincaré à l'infini pour k < (n— 1)/2, donc on a une suite exacte comme dans 



le corollaire 1.4 . Les mêmes estimées montrent que pour k < (n— 1)/2, la L 2 - 
cohomologie relative à l'infini est nulle, ce qui donne bien les isomorphismes 
souhaités pour k < (n — 3)/2. 

Maintenant, on traite par exemple le cas où n = 2m est pair, et où 
k = (n — 2)/2 = m — 1 (le degré k = (n — 3)/2 lorsque n est impair se traite 
de façon similaire). On pourra supposer, pour simplifier, qu'on a un seul 
bout. D'après ce qui précède, on a une injection 

— > H^ l ~ 1 (M) ^ H m ~ 1 (D). 
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On va montrer que cette application est surjective. Soit donc [a] une classe 
de H m ~ 1 (D). Près de dD, on écrit a = j3{r) + dr A y(r), où (3(r) et j(r) 
sont considérées comme des formes sur dD, dépendant du paramètre r. On 
pose 

ip{r) = / 7 (t)dt, 



Jo 

et on voit facilement que a — d(p ne contient pas de composante suivant dr. 
De plus, si d T désigne la différentielle sur dD, on a 

9 < A \ W AT 

= da = 0. 

Donc quitte à remplacer a par a — dtp, on pourra supposer que près de dD, 
a est indépendante de r, et sans composante normale. Comme l'extérieur de 
D est difféomorphe à un cylindre ]0, oo[xdD, on peut prolonger a en dehors 
de D par a(r) = a(0) pour r > 0. Ce prolongement, noté à, reste fermé. 
De plus, on voit facilement qu'il est de carré intégrable, donc r[â] = [a], et 
r est bien surjective. 

Pour le degré n/2, on utilise l'invariance conforme de la L 2 — cohomologie 
en degré moitié : dans ce cas, chaque bout est conformément équivalent à 
un cylindre, et la L 2 — cohomologie d'un cylindre est nulle. On finit ensuite 
comme dans le point 2. de la preuve du théorème □ 

Remarque. Si dans la formule d'intégration par parties, on choisit une 
fonction de la forme /(r), avec /' = F, alors on a 

2Hf(a, a) + A/|a| 2 = F 1 (2k - n)\a\ 2 . 

Alors pour toute forme à support compact, le corollaire [T^ donne : 

| (2k-n)F'\a\ 2 \ < 2 sup (F(r)) [\\da\\ L 2 + ||HU 2 ] ll«IU 2 - 

J support(a) 

Si on suppose que F' est de signe constant (sans s'annuler) et que F est 
bornée, ceci montre que pour k ^ n/2, l'opérateur d + 6 est non parabolique 
à l'infini en restriction aux A;— formes, et donc que les espaces de formes har- 
moniques qui correspondent sont de dimension finie (voir |C3|] ) . En toute 
rigueur, le résultat de |]Cl| ne s'applique que si l'opérateur d + 5 est non 
parabolique à l'infini globalement, c'est-à-dire sur tous les degrés. Cepen- 
dant, la même preuve s'adapte à notre cas. Remarquons aussi que dans 



[C2], G. Carron obtient un meilleur résultat si / est concave (F 1 < 0) : dans 
ce cas, et sans autre hypothèse sur F, l'opérateur d + ô est non-parabolique 
à l'infini (voir la remarque qui suit |C2j, proposition 5.1]). 
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6.2 Application aux variétés conformément compactes 

Dans cette partie, nous considérons une variété riemannienne M™ compacte 
à bord, de dimension n, munie d'une métrique riemannienne g qui est lisse 
jusqu'au bord. Soit y : M — > R + une fonction lisse et positive définissant 
le bord : dM = y _1 (0), et dy / le long de dM. On munit M de la 
métrique g = ~g/y 2 ; cette métrique est complète et on dit que M est une 
variété conformément compacte. Si de plus la norme de dy par rapport à ~g 
est constante le long du bord, on dira que M est asymptotiquement hyper- 
bolique. L'exemple typique d'une telle situation est donnée par le modèle du 
disque hyperbolique, où g est la métrique euclidienne, et y(x) = (1 — \x\ 2 )/2. 
Dans [|M]], Mazzeo relie la L 2 — cohomologie de M en degrés k < (n — l)/2 
(respectivement k > (n + l)/2) à la cohomologie relative (respectivement 
absolue) de M. De plus, il détermine complètement le spectre essentiel du 
laplacien pour tous les degrés. Pour ceci, l'auteur utilise des outils de calcul 
pseudo-différentiel adaptés à la géométrie considérée. Ici, nous allons voir 



comment le théorème 3.1 permet de retrouver plus simplement le résultat 



de Mazzeo concernant la L 2 — cohomologie : 

Corollaire 6.2 (Mazzeo). Soit (M n ,g) une variété conformément com- 
pacte. Alors on a les isomorphismes entre espaces vectoriels de dimension 
finie : 

H k (M\~l ^(M), «fc<(n-l)/2, 
21 ' ~ \ H k (M), sik>(n + l)/2. 

Démonstration. On va montrer (et c'est certainement bien connu) qu'à 
l'infini, M est quasi-isométrique à un produit tordu [0, oo[xdM portant 
la métrique dr 2 + e 2r d6 2 (ici, je remercie encore une fois G. Carron de 
m'avoir expliqué ce fait). Comme la L 2 — cohomologie est invariante par 



quasi-isométries, on aura le résultat grâce au théorème 3.1. D'abord, re- 
marquons que si g et y sont respectivement une autre métrique sur M et 
une autre fonction définissant le bord, alors les métriques g /y 2 et g /y 2 , sont 
quasi-isométriques. En effet, les métriques g et g étant définies sur M qui 
est compacte, elles sont comparables, et comme y et y s'annulent exacte- 
ment sur dM à l'ordre zéro, y et y sont aussi comparables, et g /y 2 et g /y 2 
sont bien quasi-isométriques. Ensuite, si g est une métrique donnée, on 
peut toujours choisir y de sorte que la norme de dy par rapport à g le long 
du bord dM soit constante : on note a{6) cette norme (6 est la variable 
sur dM), et on peut remplacer y par y /a sur un voisinage de dM. On a 
alors d{y/a) = dy/a + yd(l/a) = dy/a sur dM. En résumé, on peut sup- 
poser que notre métrique conformément compacte est asymptotiquement 
hyperbolique. Mais pour une telle métrique, la quasi-isométrie avec le pro- 
duit tordu souhaité découle par exemple des travaux de Graham (voir Gr ] ) . 
□ 



29 



Références 

[A-S] Z. Ahmed et D. W. Stroock,^! Hodge theory for some non-compact 
manifolds, J. Differential Geom., 54 n°l (2000), 177-225. 

[An] M. Anderson,L 2 harmonie forms on complète Riemannian manifolds, 
Geometry and Analysis on Manifolds (Katata/Kyoto, 1987), Lecture 
Notes in Math., n° 1339, 1-19. 

[Ang] N. Anghel,^4n abstract index theorem on non-compact Riemannian 
manifolds, Houston J. Math., 19 n°2 (1993), 223-237. 

[B-B] W. Ballmann, J. Brùning, On the spectral theory of manifolds with 
cusps, J. Math. Pures Appl., 80 n°6 (2001), 593-625. 

[Ba] C. Bàr, The Dirac operator on hyperbolic manifolds of finite volume, 
J. Differential Geom., 54 n°3 (2000), 439-488. 

[Be] A.L. Besse, Einstein manifolds, Springer Verlag, New York, Berlin, 
Heidelberg, 1987. 

[Br] J. Briining, L 2 — index theorems on certain complète manifolds, J. Dif- 
ferential Geom., 32 (1990), 491-532. 

[Cl] G. Carron, Une suite exacte en L 2 — cohomologie, Duke Math. J., 95 
n°2 (1998), 343-372. 

[C2] G. Carron, Théorèmes de l'indice sur les variétés non- compactes, J. 
Reine Angew. Math., 541 (2001), 81-115. 

[C3] G. Carron, Un théorème de l'indice relatif, Pacific J. Math., 198 n°l 
(2001), 81-107. 

[C4] G. Carron, L 2 — cohomology of manifolds with flat ends, prépublication 
(2001). 

[D] J. Dodziuk, L 2 harmonie forms on rotationally symmetric Riemannian 
manifolds, Proc. Amer. Math. Soc, 77 (1979), 395-400. 

[Do] H. Donnelly, On the essential spectrum of a complète Riemannian man- 
ifold, Topology, 20 n°l (1981), 1-14. 

[Do-F] H. Donnelly, Ch. Fefferman, L 2 — cohomology and index theorem for 
the Bergman metric, Annals of math., 118 (1983), 593-618. 

[Do-X] H. Donnelly, F. Xavier, On the differential form spectrum of nega- 
tively curved riemannian manifolds, Amer. J. Math., 106 (1984), 169- 
185. 



30 



[E] P. Eberlein, Lattices in spaces on nonpositive curvature, Annals of 
Math., 111 (1980), 435-476. 

[E-F] J.F. Escobar, A. Freire, The differential form spectrum of manifolds 
of positive curvature, Duke Math. J., 69 n°2 (1993), 1-42. 

[G] I. M. Glazman, Direct methods of qualitative spectral analysis of singu- 
lar differential operators, Daniel Davey, New York, 1966. 

[Gr] C. R. Graham, Volume and area renormalizations for conformally com- 
pact Einstein metrics, Rend. Cire. Mat. Palermo, Suppl. 63 (2000), 
31-42. 

[G-W] R. Greene, H. Wu, Function theory on manifolds which possess a 
pôle, Springer-Verlag, Lecture Notes in Math., 699 (1979), Berlin, Hei- 
delberg, NY. 

[H-I] E. Heintze, H. C. Im Hof, Geometry of horospheres, J. Differential 
Geom., 12 n°4 (1977), 481-491. 

[Ho] L. Hôrmander, 1? estimâtes and existence theorems for the d operator, 
Acta Math., 113(1965), 89-152. 

[Hi] N. Hitchin, L 2 — cohomology of hyperkàhler quotients, Comm. Math. 
Phys., 211 (2000), 153-165. 

[Ll] J. Lott, The zero-in-the- spectrum question, Enseign. Math., II Sér. 
42, n°3-4 (1996), 341-376. 

[L2] J. Lott, L 2 — cohomology of geometrically infinité hyperbolic 
^-manifolds, Geom. Funct. Anal., n°l (1997), 81-119. 

[L3] J. Lott, On the spectrum of a finite-volume negatively-curved manifold, 
Amer. J. Math. 123 n°2 (2001), 185-205. 

[M] R. Mazzeo, The Hodge cohomology of a conformally compact metric, J. 
Differential Geom., 28 n°2 (1988), 309-339. 

[M-P] R. Mazzeo, R. S. Phillips, Hodge theory on hyperbolic manifolds, Duke 
Math. J., 60 n°2 (1990), 509-559. 

[O] T. Ohsawa, Isomorphism theorems for cohomology groups of weakly 
l-complete manifolds, Publ. RIMS Kyoto Univ., 18 (1982), 191-231. 

[O-T] T. Ohsawa, K. Takegoshi, Hodge spectral séquence on pseudoconvex 
domains, Math. Z., 197 (1988), 1-12. 

[dR] G. de Rham, Variétés différentiables, Hermann, Paris, 1960. 

[Z] S. Zucker, Li Cohomology of Warped Products and Arithmetic Groups, 
Inventiones Math., 70 (1982), 169-218. 



31 



